2. Logica Modal Proposicional: revisao dos principais
conceitos e resultados relevantes para a dissertacéo

Neste capitulo pretende-se fazer uma breve revisdo dos principais conceitos e resultados
associados as |6gicas modais proposicionais, enunciando-os e adaptando-os (sempre que td se
torne necess&rio) ao caso em andlise nesta dissertacdo, em que se consideram logicas “multi-
modais’, i.e. |6gicas com varios operadores modais de necessidade.

O objectivo deste capitulo ndo é o de apresentar qualquer resultado original, mas sm o de
estabel ecer notagdes e conceitos, e enunciar resultados cléssicos que serdo profusamente usados ao
longo desta tese. Basicamente, este capitulo contém os conhecimentos sobre |6gica modal que se
considera essenciais para a leitura desta dissertacdo (onde se assume bem conhecida a Iégica
proposicional).

O principa texto de referéncia deste capitulo € o livro de Chellas [Chellas 80] (para o qua se
remeterd, alids, a maioria das demonstragdes deste capitulo), uma vez que dos textos elementares
cléssicos sobre l6gica modal € aguele que trata mais em detalhe as 16gicas nd normais e a sua
semantica baseada em modelos minimos, extensivamente utilizada ao longo desta tese. Uma vez
gue esta semantica é menos conhecida do que a usual semantica das |égicas modais normais, da
serd aqui apresentada com agum detal he, ainda que de forma sucinta. Entre outros textos classicos
de introducdo as légicas modais proposicionais pode referir-se também os livros de Hughes e
Gresswell [Hughes & Cresswell 68, 84].

2.1 Linguagem

Como se referiu, nesta dissertacéo trabahar-se-4 essenciamente com légicas “multi-modais’
proposicionais, i.e. que envolvem vérios operadores modais de necessidade (a seguir designados
por) 01, Og, ... . Como a componente ndo moda serd4 andloga para todas as linguagens
consideradas, a referéncia as siglas dos operadores modais utilizados permitird identificar
completamente a linguagem em questdo. Mais concretamente, designar-se-apor L1 . ok (k=1)
alinguagem modal proposiciond cujo afabeto &

(i) True, False
(i) P1, P2, P3, P4, - (simbolos proposicionais)



@) () (parénteses)
iv) AV, o © (conectivos proposicionais)
(v) 01, .., Ok (operadores modais de necessidade)

e cujas formulas se definem como é usual, indutivamente, como se segue:

(i) pj éumaformula, parai =1, 2, ... .

(i)  Trueéumaformula

(i)  Falseéumaformula

(iv) seA eB sdoformulas, entdo (-A), (A A B), (A Vv B), (A > B)e(A < B) sdo
formulas.

(v) seAéumaformula entdo O4A, ..., OKA sdo formulas.

((vi) nadamaiséumaférmula)

Isto &, o conjunto das formulas (ou frases bem formadas) de L1, . gk - agui denominado
por Form(L 5 1,... ok) - € 0 menor conjunto de expressdes (sequéncias de simbolos do afabeto)
que contém as constantes True e Fal se e os simbol os proposicionais e que é fechado para a geragéo
de novas formulas pela utilizagdo dos conectivos proposicionais e dos operadores (unérios) modais
de necessidade. A linguagem proposicional subjacente a linguagem L1 gk, -6 a sua
componente ndo modal, sera designada por Lp;_, e obtém-se omitindo as aineas (v) das definigdes
acima.

Como é costume, parénteses poderdo ser omitidos na escrita das formulas, tirando partido das
prioridades usuais dos operadores. primeiro os operadores unarios (i.e. = e 0O tém prioridade
méxima), depois A e v, e, findmente, - e <. Para dém disso, omitir-se-8 em geral 0s
parénteses exteriores, e utilizar-se-a por vezes também O parareferir um operador O genérico.

Por outro lado, utilizar-se-a A, B, C, ..., Aj, Bj, Gj, ... (i>1) parareferir formulas genéricas, e
p, q, I, ... para referir simbolos proposicionais genéricos. T', A, X, Tj, Aj, Zj (i=0) serdo
reservados para referir conjuntos de férmulas. Utilizar-se-a ainda expressbes da forma
A[B1//C1,....Bp/ICp] para representar a formula que se obtém da férmula A por substitui¢do de
todas as ocorréncias de cada formula Bj em A pela formula Cj, e expressdes da forma
A[B1/Cq,....Bn/Cp] para representar a formula que se obtém da férmula A por substitui¢do de
zero ou mais ocorréncias de cadaformula Bj em A pelaformulaC;.

E agora oportuno fazer alguns comentérios sobre as opgdes tomadas face a linguagem
escolhida. Embora as constantes True e Fase pudessem ser consideradas como simbolos néo



primitivos, introduzidos através das usuais abreviaturas’, toma-se agui a opgdo, seguida em
Chellas, de os considerar primitivos. Igualmente se consideram como primitivos todos os
principais conectivos proposicionais, em vez de um qualquer seu subconjunto adequado (veja-se,
e.g. [Hamilton 78]°). Como a componente proposicional das linguagens modais ndo € objecto de
estudo desta dissertacdo, estando perfeitamente estabel ecida, resolveu-se consideré-lajacom toda a
sua riqueza: a diminuicdo da complexidade da linguagem, através da diminuicdo do nimero de
conectivos, tem reflexos basicamente na smplificacdo da apresentacéo axiomética e semantica da
respectiva légica, e estudos metal Ggicos associados, 0s quais se assume bem conhecidos no que
respeita a componente proposicional destas |0gicas.

Pelo contrério, ndo se introduziu na linguagem qualquer operador modal de possibilidade. Na
medida em que estes desempenham um papel diminuto nesta dissertagdo, tomou-se a op¢ao de 0s
introduzir como ndo primitivos, apenas quando tal se justificar, do modo usual: para cada operador
modal de necessidade O, define-se ¢j como seu dudl, i.e. ©jA =gpy ~Oj-A (i.e. (=(Oj(=A))) ).

Paraterminar, refira-se que sempre que for evidente, ou irrelevante, quais os operadores modais
de necessidade em questéo, refere-se alinguagem apenas por L, i.e. omitindo a referéncia explicita
a esses operadores.

2.2 Légica Modal

Nesta dissertacdo opta-se por definir um sistema de légica modal como um quaquer
subconjunto X Form(L) que contenha todas as tautologias (de L)* e que sgjafechado para a regra
(MP) do Modus Ponens, i.e. T satisfaz as seguintes condicoes’:

% Por exemplo, utilizando as abreviaturas: True =ghy (P1V(-p1)) € False =ghy (P1A(=P1))-

® Por exempl o, poder-se-ia considerar apenas como primitivos os conectivos - € —. Nesse caso, a utilizagio dos
conectivos A, V e <> seria regulada pelas seguintes regras de abreviatura: (AAB) =gy (1(A—(=B))), (AVB) =z
(FA)—B) e(A < B) =gpy (=((A = B)=>(=(B — A)))).

* Designa-se agui por tautologias (de L) as férmulas de L que sdo instancias de tautologias de Lp| por
substituicdo uniforme dos seus simbolos proposicionais por férmulas de L, i.e. as formulas de L da forma
A[pj1//Cq,...0i4//Cl, para A uma tautologia de Lpy_, Pjq...-.Pj,, Simbolos proposicionais e Cyq,...,C, formulas de L
(n=0). A nogéo de tautologia de Lp , também designada de tautologia proposicional, define-se como € usual
(férmulas proposicionais que assumem o valor 1 debaixo de qualquer valoracdo dos simbolos proposicionais que nela
ocorram).

® A definicdo de sistema de |6gica modal varia de autor para autor (veja-se, e.g., [Chellas 80; Hugges & Cresswell
84]), mas normamente impde que um sistema de l6gica modal segja fechado para todos os modos “correctos’ e
inferéncia proposicional. Por exemplo, em [Chellas 80] exige-se que X seja apenas fechado para a regra (rPL), o que
podemos descrever como se segue:



(PL) AeZX, sempre que A for umatautologia.
(MP) seAcXeA—BeX, entdo BeX.

Como € habitual, designam-se os elementos de um sistema de l6gica modal ¥ como 0s seus
teoremas, e escreve-se by A pararepresentar que A éumteoremadeX, i.e. AcX (e b~y A paa
representar que A nd é um teorema de X, i.e A¢ZX). Diz-se também que ¥ € coerente sse
Falsez ¥, caso contrério X diz-se incoerente.

Repare-se que esta definicdo de sistema de l6gica modal € muito ampla, abrangendo multiplos
conjuntos de férmulas, desde o conjunto constituido apenas por todas as instancias de tautologias
(que se designa por PL), até ao sistema incoerente®. Adiante serdo apresentadas vérias classes de
sistemas de |6gica modal mais interessantes que as anteriores.

No gue se segue, apresentam-se notagdes, conceitos e resultados gerais sobre sistemas de 6gica
modal. Dividir-se-a esta apresentacdo em trés partes. a primeira abordando aspectos dedutivo-
axiomaticos, a segunda abordando aspectos seménticos e a terceira dedicada ao inter-
relacionamento entre as duas abordagens anteriores. As definicBes, lemas e resultados a
apresentados serdo numerados sempre que sgja necessario referi-los ao longo desta tese. Na
metalinguagem, utilizam-se frequentemente os simbolos =, 3 e V para abreviar, respectivamente,
asexpressfes“se ... entdo ...” (ou “implica’), “existe” e “paratodo”.

Nas proximas subseccfes, salvo mencdo em contrario, X representard um sistema de légica
modal. Nesta dissertagdo utilizamos ainda os termos logica modal, sistema légico e l6gica, como
sinénimos de sistema de 16gica modal (definido como atrés).

(rPL) se A1€Z, ..., Ape X (n=0), entdio Ac X, no caso em que (AqA...AAp)—A € uma tautologia

Neste caso as tautologias e aregra (MP) sdo obtidas como casos particulares da regra (rPL). As primeiras quando
se considera n=0 (convencionando-se que (A1 A...AAp)—A € A quando n=0). E aregra(MP) quando se consideran=2,
uma vez que férmulas da forma ((A—B)AA)—B sdo tautologias. Facilmente se conclui assim que a definicdo em
[Chellas 80] é basicamente equivalente a aqui enunciada, no sentido em que ambas permitem obter como sistema e
|6gica modal os mesmos conjuntos de férmulas.

Em [Hugges & Cresswell 84] um sistema de I6gica modal X é simplesmente um qualquer conjunto de formulas,
mas depois apenas sdo al considerados sistemas de |6gica modal que contém todas as tautol ogias proposicionais e que
sdo fechados para a regra da Substituicao Uniforme de simbolos proposicionais por formulasde L:

(SU) se AeX, entdo A[pj,//B1,....0jy//Bple X (n=0).
em que Pjy, ..., Pj,, S90 quaisquer simbolos proposicionais.

® Caso Falsec X, tem-se trivialmente que X=Form(L).



2.2.1 Abordagem Dedutivo-Axiomatica

A nogéo de deducédo “ A deduz-se de um conjunto de formulas I em X7 (representada por T'Fy
A) empregue nesta dissertagdo € a seguinte; ’

Definicdo 2.1: Deducéo a partir de um conjunto de formulas (gerada por X)

I' Fy A sseexistem formulas A1, ..., Ap e T' (n=0) tal que k3 (A1A ... AAp)—>A .

Adiante utilizar-se-4 T~y A para representar que ndo se verifical” Fy A. Assume-se agqui a
convencao: (A1A..AAR)—A =gpy A, quando n=0. Consequentemente verificase: -y A sse
DFy A.

Refira-se que, com esta caracterizacdo de deducdo se obtém o Metateorema da Deducéo, i.e.

(MTD) se'U{A} Fx B, entdo T Fy A—B,

propriedade muito desgjavel e que sera avo de algumas observactes mais adiante.

Os sistemas de |6gica modal especificos X utilizados nesta dissertacdo serdo caracterizados
através da apresentacdo de suas axiomatizagoes, i.e. evidenciando um conjunto decidivel A dos
Seus teoremas, 0s axiomas (apresentados através de um nimero finito de axiomas-esquema), e um
conjunto finito de regras ditas regras de inferéncia (primitivas). Sempre que um sistema de I6gica
moda X for caracterizado por uma axiomatizacdo, assumir-se-a4 ¥ como 0 menor conjunto de
formulas (de Form(L)) que contenha os axiomas (i.e. AC X) e sga fechado para as regras de
inferéncia®. Uma vez que as axiomatizagGes propostas nesta dissertagdo incluem sempre como
axiomas as tautologias e a regra de inferéncia do Modus Ponens, ta garante que 0s conjuntos X
assim obtidos sdo sistemas de |6gica modal (de acordo com a definicéo dada atras).

Sistemas de |6gicamodal apresentados por axiomatizagdes (também conhecidos por sistemas de
Hilbert - vglase e.g. [Fitting 90, pp. 70]) admitem um método efectivo de geracdo dos seus
teoremas, através da nocao de prova seguinte (veja-se, e.g. [Hamilton 78; Mendelson 64; Fitting

" Sobre umalogicaX é usual e conveniente introduzir uma nogéo de deducéo. Esta nogéo pode ser caracterizada ce
vérias maneiras diferentes. Inclusivamente pode comegar-se por caracterizar esta no¢do como primitiva, definindo-a
como uma relagio binéria sobre 2FOrM(L)X Form(L ) (satisfazendo determinadas propriedades) e definir um sistema ce
|6gicamodal & custa dessarelacdo. Veja-se, aeste propésito, e.g. [Carmo 96; Bull & Segerberg 84].

® Ao longo desta dissertacéo as regras de inferéncia seréo apresentadas por expressdes daforma “de A1, ..., Ap,
infere-se A”. No &mbito da caracterizacdo axiomdticade um sistema de [6gica modal X, essas expressdes significam
que X verificaa condicéo: se A€, ..., Ape Z, entdo Ae X

10



90]): Umaprovade A éumasequénciade formulas Sy, ..., Sy td que Sp é A ecada § (i=1, ...,
n) ou € um axioma, ou se obtém de formulas anteriores da sequéncia por aplicacdo de uma regra de
inferéncia. Diz-se entdo que A é um teorema do sistema sse existe ai uma provade A.

O método anterior pode também ser estendido para permitir a inclusdo de hip6teses (de um
conjunto de formulas T') nas sequéncias de prova (que passam a ser chamadas de sequéncias de
deducdo), obtendo-se assm a seguinte no¢do de deducdo: A deduz-se de I' sse existe uma
sequéncia de formulas Sy, ..., Sy tal que S é A ecada §j (i=1, ..., n) ou € um axioma, ou uma
formulade I', ou se obtém de férmulas anteriores da sequéncia por aplicacdo de uma regra de
inferéncia. Note-se, no entanto, que com esta nogdo de deducdo ndo se verifica em gerd o
Metateorema da Deducéo’, ndo sendo portanto equivalente & nogdo T'y A apresentada na
Definicdo 2.1. Para que se obtenha a equivaéncia é necessario restringir a aplicacéo das regras de
inferéncia nas sequéncias de deducdo, aplicando apenas regras de inferéncia tautoldgicas (em
ultima andlise apenas o Modus Ponens) a formulas na sequéncia que ndo sejam teoremas.

Assim, tendo em conta que a efectivacd0 de dedugdes num sistema légico (apresentado
axiomaticamente) através da construcdo explicita de uma sequéncia de dedugdo € particularmente
util, apenas se considerard nesta dissertacéo sequéncias de deducdo satisfazendo estas condicles,
i.e. em que apenas regras de inferéncia tautol 6gicas'™ sfo aplicadas, nas sequéncias de deducdo, a
férmulas que ndo sgjam (ou melhor, que ainda ndo se provou serem) teoremas.™* Por outro lado,
seguiremos as convengdes usuais que permitem abreviar a construgdo das sequéncias de deducéo,
permitindo nomeadamente a inclusdo directa nestas de teoremas ja provados (e ndo apenas de
axiomas e hipoteses).

Ve ase agoraalgumas das principais classes de sistemas de |6gica modal usualmente referidas
naliteratura, juntamente com a terminologia utilizada nesta dissertacdo para as nomear. Tentou-se
seguir a terminologia popularizada em [Chellas 80], embora tivesse havido a necessidade de a

® Por exemplo, caso numa axiomatizag3o se considere aregra de inferéncia “de A, infere-se O A” ndo se veifica
emgeral: seTU{A}FB, entioTHFA—B.

19 Por regras de inferéncia tautol gicas referem-se agui as regras que podem ser vistas como casos particulares ca
regra (rPL) referida na nota de rodapé niimero 5.

" Por vezes a0 apresentar axiomaticamente um sistema divide-se as regras de inferéncia em duas classes. as
chamadas “regras de prova’ e as “regras de dedugdo”, podendo as Ultimas aplicar-se a quaisquer formulas nas
sequéncias de deducgdo e as primeiras apenas a teoremas (0 gue é evidenciado descrevendo-as através de expressdes ca
forma“ deFAq e.. e A, inferese FA”). De acordo com esta disting&o, que ndo pareceu essencial explicitar
nesta dissertacdo, todas as regras de inferéncia ndo tautoldgicas que se consderaro nas axiomatizagbes propostas
serdo regras de prova
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adaptar face a utilizagdo de varios operadores modais de necessidade, originando uma terminologia
um pouco mais pesada.*?

Entre as varias classes de I6gicas modais de interesse destacam-se as l0gicas Oj-classicas,
|6gicas modais fechadas para a regra (O;-rE): de A<B, inferese OjA«<>0;{B; as logicas Jj-
monotonas, fechadas paraa regra (OJj-rM): de A—B, infere-se OjA—0;B; as |6gicas modais Jj-
regulares, fechadas paraaregra(3di-rR): de (AAB)—C, infere-se (J;AAL{B)—0;C; e as |ogicas
modais Cj-normais, fechadas para a regra (Oj-rK): de (Aq1A..AAp)—A, inferese
(OjA1A.ADARD—OA (n=0)". As légicas modais Oj-normais sdo Oj-regulares, as Oj-
regulares sdo O j-monotonas, e as O j-monotonas séo Oj-classicas.

Repare-se que com a terminologia aqui proposta, e no contexto da linguagem L1 . ok
(k>1), podem ser consideradas classes de l6gicas modais considerando propriedades diferentes
para cada um dos diferentes operadores modais de necessidade, fazendo assim sentido referir, e.qg.
uma classe Oj-normal e Oj-classica (1<i<k, 1<j<k e i#j). Sempre que ndo se referir nesta
classificacdo alguns dos operadores modais 01, ..., Ok deixar-se-4 em aberto, relativamente aos
operadores ndo mencionados, a classe a que pertencem (i.e. nada de especifico se exige sobre
eles). Dir-se-4, no entanto, que uma légica X € cléssica (resp. mondtona, regular, normal) se for
cléssica (resp. monotona, regular, normal) em relagdo atodos 0s seus operadores modais.

Nesta dissertacdo referir-se-80 vérias |0gicas e subclasses das classes mencionadas atras. Torna
Se assm importante encontrar uma notagdo que permitaidentificar de forma sucinta essas légicas e
classes.

Como todas as l6gicas em consideracdo nesta dissertagdo sdo axiomatizaveis através de um
namero finito de axiomas (esquema) e regras de inferéncia, uma forma de identificar tais l0gicas
serd listar (por uma qualquer ordem) todos o0s seus axiomas e regras distintivos (i.e. distintos de
(PL) e (MP) que sdo assumidos implicitamente), ou siglas que os identifiquem. Mais precisamente,
supondo que X1, ..., Xp (n=0) so formulas (esquema) e R1, ..., Ry (M>0) sdo regras (ou siglas
que as identifiquem, comegando em gera por um “r” ), e supondo-se que S1, ..., Sp+m € uma
qualquer permutacdo de X1, ..., Xp, R1, ..., Rm, entdo [S1+ ... +Sp+m] designa a classe de
todas as |6gicas modais que contém todas as instancias dos esquemas (identificados por) X1, ...,
Xn (0s seus axiomas-esquema) e séo fechadas para as regras Ry, ..., Rmy € S1+ ... +Sp+m
designa a menor |égica dessa classe.

2 A terminologia utilizada em [Chellas 80] considera uma linguagem modal apenas com um operador modal ce
necessidade 0, pelo que os sistemas de | 6gicamodal ai classificados sdo directamente adjectivados pelas propriedades
de O. Umavez que se consideram nesta tese os operadores modais O 1, ..., O g, € Se assume gue cada um deles
pode satisfazer diferentes propriedades, a classificagdo agui proposta centrar-se-a4 em cada operador modal.

2 Ou, de forma equivalente, que contém todas as instancias do esquema (0 j-K): O;(A—B)—(0;A—0;B) e
que sfo fechadas para aregra da Necessitagéo (O -rN): de A, infere-se OjA.
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Po outro lado, no que respeita aos axiomas e regras envolvendo um Unico operador modal O é
possivel identificalos através de siglasindexadas a O, da forma (3-Sq), ..., (0j-Sk), € escrever
smplesmente Sq...Sk; em vez de (0-Sqp)+ ... +(O-Sk) nas designagdes das |0gicas e classes de
l6gicas (normamente é f&cil de identificar onde comega e acaba cada sigla na sequéncia de siglas
S1...Sk; quando ndo o for poder-se-a escrever Sy,...,.Sk; emvez de Sq...Sk)-

Indexando as siglas usuais ao operador Oj obtém-se, em particular, as seguintes designactes
para as férmul as-esquema a seguir mencionadas; **

(Oj-T) OjA—>A

(0j-D) OjA—-0-A (i.e. OjA—>0jA)
(8;-O) (OjAAOB)—0O{(AAB)

(gj-M) Oij(AAB)—(O;AAO|B)

(Oj-K) Oj(A—-B)—(0jA—0iB)

(Dj-4) A0, DA

(3j-5) ~O0j-A—0j-0j-A (i.e. ©jA—>0j0jA)
(0j-B) A—DOj-~0Oj-A (i.e. A=>Oj0jA)
(8j-N) OjTrue

(dj-No) -0 True

(Oj-NoF)  -DjFalse

Por outro lado, designar-se-4 a regra (rE) também simplesmente por (E) a fim de obter, de
acordo com estas convengdes, designacdes para as | 6gicas andlogas as usadas em [Chellas 80].*°

De acordo com as convengdes anteriores tem-se, por exemplo, que: Eq+ ... +Eg (ou Egj, i
=1, ..., k) designaamenor |égica cléssica (continuando a assumir que O1, ..., Ok sdo todos os
operadores modais da linguagem; [E 1+ ... +E5,] designa a classe de todas as 16gicas classicas;
[ECTNo;+ECNONoF ;] designaaclasse de l6gicas (modais) que verificam as regras (Oj-1E) e
(0j-rE) e contém os esquemas'® (0;-C), (O;-T), (Oj-No), (3-C), (Oj-No) e (3j-NoF); e

14 Exceptuando as duas Ultimas, as siglas agui usadas sfo as propostas em [Chellas 80], prefixadas ao operador
modal em questdo.

> Para obter para outras classes de légicas designagdes andlogas as de [Chellas 80], de acordo com este
procedimento, ter-se-ia também de permitir referir asregras (rM), (rR) e (rK) por (M), (R) e (K). No entanto como ha
formulas com essas siglas ndo se seguird essa ssimplificacao.

16 Diz-se informal mente que uma | dgi ca verifica uma regra de inferéncia se o conjunto dos seus teoremas é fechado
para essa regra, e diz-se que a logica contém ou satisfaz um esquema se contém todas as suas instancias como
teoremas.
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ECTNor;+ECNo;+0j 0jA—0jA designaamenor |6gicaque verificaas regras (T;-rE) e (0jE)
e contém os esguemeas (0-C), (T-C), (0j-No) e OjOjA—-jA.

Refira-se, ainda, que como uma mesma légica (identificada pelo conjunto dos seus teoremas)
pode ser axiomatizada de vérias maneiras, pode-se (de acordo com as convengdes indicadas) ter
vérias designacOes para uma mesma logica (ou classes de ldgicas). Por exemplo, quaisquer
designacOes da forma rM ;;+¢ e EM ;+¢ identificam a mesma logica (onde, agui e no que se
segue, se assume que “+¢” refere uma qualquer sequéncia, eventualmente vazia, de axiomas e
regras, que é igua nas duas designagcbes em comparacdo); € 0 mesmo Se passa com rR;+e e
EMCp;+¢e, ecom rK ;¢ eEMCN ;+¢e."” A Figura 2-1 ilustra algumas rel agdes de inclusdo entre
vérios tipos de l6gicas (que serdo de inclusio estrita se estas ndo incluirem em € qualquer outro
axioma ou regrarelacionado com o operador modal Oj em questéo).

Figura 2-1: Algumas classes de logicas modais i-classicas.

T4l reflecte o facto de as | dgicas mondtonas, regulares e normais (em relagio a um operador modal) poderem ser
caracterizadas como | gi cas classi cas satisfazendo um conjunto de esquemas adicional.
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As notacOes anteriores, embora Uteis parareferir |6gicas e classes de |6gicas multi-modais, ndo
s80 ainda suficientes para caracterizar cada um dos operadores modais isoladamente, uma vez que
deixam em aberto 0 estudo das suas relagbes com 0s outros operadores. Pretende-se encontrar uma
formulacdo sintética, mas precisa, que permita falar da caracterizacdo axiomética de um operador
modal no ambito de uma légica multi-moda classica (uma vez que todas as l6gicas modais
consideradas nesta dissertacdo sdo cléssicas). Com esse fim, e embora a solucéo a seguir proposta
talvez ndo sejaaideal, utilizar-se-4 ao longo desta dissertacdo a asser¢éo “segja Oj do tipo Sq...S;”
como significando que se esta a considerar uma lo6gica modal X que é classica em relacdo a todos
0s operadores modais e que € axiomatizavel aravés de um nimero finito de axiomas-esquema e
regras em que (0j-S1) ... (0j-S) s8o os Unicos axiomas e regras que envolvem o operador O
isoladamente (embora possam haver outros axiomas e regras envolvendo simultaneamente este e
outros operadores modais).

No que resta desta subseccéo serdo enunciadas mais algumas defini¢des Uteis, bem como alguns
resultados que se verificam para qualquer I6gica modal (ou apenas para quaquer Iégica moda
cléssica).

Com base nanogéo de deducéo da Definicdo 2.1, utilizam-se 0s seguintes conceitos. 0 conjunto
deformulas I" € coerente em X (ou X-coerente), representado por Cony I'; I"é maximal coerente
em X, representado por Maxy I" (ou Z-maximal coerente); conjunto de prova da formula A em X,
representado por |Aly. As proximas definicdes apresentam estes conceitos.

Definigdo 2.2: Conjunto de férmulas X-coerentes

Cony I'sseT 1+ y False .

Caso ndo se verifique ConyI', I diz-se X-incoerente, e representa-se por ConyI'. Repare-se
que com esta definicdo, X é coerente sse X é X-coerente.

Definicdo 2.3: Conjunto de formulas Z-maximal coerente

Maxy I" sse (i) Cony I, e (ii) paratodo 0 A, se Cony (I' U {A}), entéo Ae T’ .

Isto é T" é X-maximal coerente sse I' é X-coerente e tem apenas extensdes proprias
incoerentes'®,

® Equivalentemente, em [Hughes & Cresswell 84] utiliza-se a definigdo: Maxy T’ sse (i) Cony T, e (i)
VAeForm(L) AeT ou —AeT, utilizando-se ai a condicdo (ii') como definicdo da nogdo “T" é maximal”. Alguns
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Definicdo 2.4: Conjunto de prova de A em X

|A |z ={T" Maxs T e AeT} .

Isto &, | A |y denota o conjunto constituido por todos os conjuntos X-maximais coerentes que
contém aformula A.

Passa-se, de seguida, a apresentar alguns resultados conhecidos sobre os conceitos anteriores e
que serdo utilizados nesta dissertacéo.

Resultado 2.1: SejaT” um conjunto de formulas, e £ um sistema de |6gica modal. Ent&o:

(i)
(if)
(iii)
(iv)
v)
(Vi)
(vii)
(viii)

I Fy True

{False} Fy A (paratodaaférmulaA)

{A, —A} by False

Ity AABssel'FyAelty B
sel'FyAvBel 3y —A, entéoI' Fy B
sel'FyAouTl Fy B, entdo Ty AVB
sel'Fy A»BelFy A, entdo I +y B
I'Fy Ac>Bssel'Fy AsBel Fy BoA

Demonstracéo: Imediato, pela Definigéo 2.1. .

Resultado 2.2: Sejam I" e A conjuntos de formulas, e £ um sistema de |6gica modal. Ent&o:

0
(i)
(iii)
(iv)
v)
(Vi)
(vii)
(viii)
(ix)

FyAsed sy A

Fy A sseparatodooI’, T Fy A

seT Fp A, entdioT Fy A

seAcT, entdo T Fy A

seTFyBe{B} Fx A, entfoTFy A

sel'FyAelc A entio Ay A

I' k3 A sse existe um subconjunto finito A deI" tal queA Fy A
'ty A > Bsselu({A} -y B*

Cony I' sseexisteum A tal queT” F~ 3 A

autores, e.g. [Mendelson 64; Hamilton 78], utilizam o termo “completo” para se referirem a conjuntos satisfazendo a

condico (ii").

1° A implicacfo da direita para a esquerda é conhecida por M etateorema da deducéo.
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(x)  Cony I'ssendo existenenhum A tal quel' Fy Ae I'Fy —A
(xi) seCony I, entédo Conp I'

(xif) seConyT'eAcT, entéo Cony A

(xiii)  Cony, I" sse paratodo o subconjunto finito A deT", Cony A
(xiv) T FyAsseCony (I'u{-A})

(xv) Conyg (I'U{A})sseT 3y —A

Demonstracao: Vea-se demonstracéo do teorema 2.16 em [Chellas 80], pp. 48-49. .

Resultado 2.3: SgjaI” um conjunto Z-maximal coerente, i.e. Maxy I'. Ent&o:

() Ael'selkyA?®

(i) Xcr
(i)  Truee
(iv) Falseel’

(v) —Ael'sseAe¢eTl

(vi) AABel' sse(AeTl eBel)

(vii) AvBeI sse(AeT" ouBel)

(viii) A—Bel sse(seAel entdoBel)
(ix) AeBel sse(Ael sseBel)

Demonstracéo: Veja-se demonstracdo do teorema 2.18 em [Chellas 80], pp. 53-55, onde se
utiliza o Resultado 2.1. .

O proximo resultado € conhecido como Lema de Lindenbaum e estabelece que qualquer
conjunto X-coerente tem uma extensio X-maximal coerente.

Resultado 2.4: Lema de Lindenbaum

SeCony I', entdo existe A tal que (i) ' c A, e(ii) Maxy A

Demonstracao: Vea-se demonstracéo do teorema 2.19 em [Chellas 80], pp. 55-57. .

2 | g0 €, um conjunto maximal coerente é dedutivamente fechado.
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O Lema de Lindenbaum permite concluir que “umaformula € dedutivel em X de um conjunto de
formulas sse ela pertence a qualquer extensdo X-maxima coerente desse conjunto” e concluir que
“uma férmula € um teorema de X sse pertence a qualquer conjunto X-maximal coerente’.
Forma mente:

Resultado 2.5:

(i) TkEyAsseAecA, paratodooMaxyAtal que I'c A
(i) Fx A sseAeA, paratodo o Maxy A

Demonstracao: Vea-se demonstracéo do teorema 2.20 em [Chellas 80], pp. 57-58. .

Resultado 2.6:

0] |A |y ={MaxsI:T Fy A}

(i) |Alxy C |Blgyssetly A—>B

(i) |A|lx=|BlyssetyAcB

(iv)  |Truel|y ={I": Maxx T}

(v) [FAse|g=d

(Vi) [-Alg=[Truelg- [Alx

(Vi) |AABIz=[Alzn[BIx

(viii) |AVBIz=[A|lzU[BIx

(ix) [A-Blz=(Truelz- [Alg)U|Blx
(x) |A-B |y =|A->Blxn|B-oA[x

Demonstracao: Vea-se demonstracéo do teorema 2.22 em [Chellas 80], pp. 58. .
Os resultados anteriores verificam-se para qualquer sistema de légica modal. Contudo,
consideram-se nesta dissertacéo apenas |0gicas modais cléassicas, i.e. em que todos 0s operadores

Oj séo i-classicos. Nestas classes de logicas verifica-se 0 Metateorema da substituigéo dos
equivalentes provados.

Resultado 2.7: Metateorema da substituicdo dos equivalentes provados

Sgja X um sistema de [6gicamodal cléssico. Entdo X é fechado paraaregra (rEP):

(rEP) de B1<>B>, infere-se A«>A[B1/B2]
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(i.e se by B1oBo entdo s AcA[B1/B2])

Demonstragao: Vea-se demonstrages dos teoremas 4.7 € 8.3 em [Chellas 80], pp. 125-126
e pp. 232. .

Relativamente a terminologia empregue na representacdo dos conceitos apresentados nesta
subsecgdo, sempre que for evidente o sistema légico X em questdo omitir-se-a a referéncia a este e
escrever-se-dapenas -, |+, Con, Con, | |eMax (emvezde 3, + 3, Cony, Cony, | |x €
Maxy).

2.2.2 Abordagem Semantica

Como é usual, nas abordagens semanticas os simbolos da linguagem modal sdo interpretados
no ambito de certas estruturas especificas, ditas os modelos da linguagem. Nestas abordagens um
sistema de l6gica modal X pode ser caracterizado mediante a imposicdo de condigdes adicionais
sobre essas estruturas.

Utilizar-se-a nesta dissertacd modelos baseados em mundos possiveis, i.e. modelos com a
estrutura genérica <W, ..., V> onde: W=J caracteriza um conjunto de mundos possiveis; e V:
{p1, P2, ...} —2W umavaloragdo (informalmente, V(pj) representa o conjunto de mundos em que
o simbolo proposiciona pj é verdadeiro). Mais concretamente, seréo extensivamente utilizados os
model os minimos de [Chellas 80], que permitem caracterizar as |6gicas modais cléssicas (que se
utilizardo nesta dissertacdo). No entanto, dada a sua enorme popularidade, comeca-se por
mencionar os modelos padrdo, que permitem caracterizar apenas as l0gicas modais normais (i-
normais, paratodo i: 1<i<k). Mas, antes de se passar a apresentacdo dos modelos referidos, vea
se primeiro alguns dos conceitos semanticos empregues nesta dissertaco e que s80 comuns, quer
quando se utilizam model os padréo, quer quando se utilizam model os minimos.

Ao longo desta tese utilizar-se-aM, M ', M " para nomear modelos, e a., B, 6, v, N, ..., ¢, Bj,
i, Vi» Mi, ---(1=1) para designar mundos de um modelo.

Com base nas estruturas genéricas anteriores, utilizam-se 0s seguintes conceitos semanticos. i)
veracidade de uma formula A num mundo o de um modelo M (representado por M,alA); i)
veracidade de uma férmula A num modelo M (representado por MEA); iii) validade de uma
formula A numa classe de modelos C (representado por ¢ A); (iv) conjunto de verdade de uma
férmula A num modelo M (representado por [JA[[M): (v) conjunto de férmulas A ser Isatisfeito na
classe de modelos C; e (vi) A ser uma consequéncia légica de I' numa classe de modelos C
(representado por I'k=¢ A). As proximas definicdes apresentam estes conceitos.
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Definicdo 2.5: Veracidade de uma formula num mundo o de um modelo M
(componente proposicional de Lg1 . ok)

Segia oo um mundo do modelo M. A nocdo de veracidade de uma formula “proposicional”
AeForm(Lo1,... ok) €indutivamente definida como se segue:

() M,oE pj sse  oeV(pj), (parai =1, 2, ..)
(i) M,k True
(i)  nd M,oF False

(iv) Mok -A sse  ndoM,ak A

(v) M,o A—>B sse  (seM,okF A entédo M,oF B)

(vi)  M,oF AAB sse  (M,ak A eM,oF B)

(vi) M,oF AVB sse  (M,ak A ouM,oF B)

(viii) M,oF A-B sse  (M,aF A sse M,oF B) .

A definicdo anterior serd completada adiante para a componente moda da linguagem
Lo1,..., 0k, poisadefinicdo de veracidade de umaformula num mundo o de um modelo M para
férmulas daforma OjA (i.e. M,al OjA) depende da utilizagdo de modelos padréo ou de modelos
minimos.

Definicdo 2.6: Veracidade de uma férmula num modelo M

ME A sse  M,oE A, paratodo o mundo oo em M. .

Isto & uma férmula diz-se verdadeira em M sse é verdadeira em todos os mundos do modelo
M. E imediato que todas as tautol ogias s30 verdadeiras em qual quer modelo.

Defini¢do 2.7: Validade de uma férmula numa classe de modelos C

ECA sse  ME A, paratodo o modelo MeC. .

Isto € uma férmuladiz-se valida na classe de modelos C sse é verdadeira em todos os modelos
daclasse C. Na subseccgdo 2.2.3 ver-se-a que a caracterizacdo de muitos sistemas de 16gica modal

2 |gto €, atdmica, ou gue tem um conectivo proposicional como principal operador (ou, se se quiser, uma
formuladel 1 ok que pode ser obtida como uma instancia por substitui¢éo de umaformulade Lpy )
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Y pode ser efectuada evidenciando uma classe de modelos C na qual os elementos de ¥ s&o
vélidos.

Adiante utilizar-se-a M,aF= A (resp. ME=A, B¢ A) para representar que ndo se verifica
M,otkA (resp. MEA, ¢ A).

Defini¢do 2.8: Conjunto de verdade de uma férmula no modelo M

IAIM = {o.em M: M, o k A} *

Isto &, [JA|[M representa o conjunto de mundos em M nos quais a féormula A é verdadeira® Ao
conjunto de mundos ||A||'VI € também usual designar por “a proposi¢cao expressa por A”.

Sempre que for evidente qual 0 modelo M em questdo omite-se a sua referéncia e escreve-se
apenas || || (em vez de|| [[M).

Definicdo 2.9: Conjunto de formulas I'-satisfeito na classe de modelos C

O conjunto de férmulas A diz-se T'-satisfeito na classe de modelos C sse existe um modelo
Me C, eum mundo oo em M tal que M,aEA, paratodaaférmula Ae AUT. .

Isto é A éT-satisfeito na classe de modelos C sse existe um mundo num modelo de C que torna
verdadeiras smultaneamente todas as formulas de A e de I'. Repare-se que a nogdo anterior
generaliza ausua no¢do de “conjunto de formulas A satisfeito na classe de modelos C”. Esta Ultima
é representada pelo caso particular em que I'=J. (Esta generdizacdo sera Util mais a frente nesta
dissertacdo.) Note-se ainda que a definicdo anterior permite obter trividmente a seguinte
propriedade: A é I'-satisfeito sse AUT é J-satisfeito.

Definigcdo 2.10: Consequéncia légica de I' numa classe de modelos C

I'kcA sse  paratodo o modelo MeC, etodo o mundo oo em M, verifica-se:
se M,ok B paratodaaformulaBeT, entdo M,olk A. .

Isto & A é umaconsequéncialodgicade I" numa classe de modelos C sse em qualquer mundo de
um qualquer modelo de C que torne verdadeiras todas as formulas em I', A também é verdadeira.
Como exemplo tem-se { A, A—>B} k¢ B (i.e. aregra (MP) preserva a veracidade num mundo).
Adiante utilizar-se-4T = A pararepresentar que ndo se verifical'k¢c A.

| ||'VI pode ser vista como extensdo da valoragdo V em M ao conjunto de todas as formulas.
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Note-se que a nogo anterior generalizaanogéo da Definigdo 2.7, uma vez que se tem: Jkc A
sse k¢ A. Por outro lado, € imediato que se T'k¢ A ent& em qualquer modelo Me C em que séo
verdadeirastodas asférmulasde I', A também é verdadeiro.

Vease agora mais concretamente a definicdo de modelos para a linguagem L1 . k-
Durante muito tempo a investigaco em légica moda incidiu basicamente sobre classes de |6gicas
modais normais, cuja caracterizacdo semantica se baseia nos denominados modelos padréo, com a
seguinte defini¢do (no contexto dalinguagem L 1, k): um modelo padréo € uma estrutura

<W, Ry, .., Rj, ..., Rk, V>
onde:

Q) W=zg;
(i) R C WXW (1<i<k);
(i)  V:{py pp, ..} — 2W.

Na definigdo acima, Rj é uma relacdo binaria sobre W - dita rdagéo de acessibilidade (entre
mundos) - associada a0 operador modal de necessidade 0.

Em modelos padréo, a nocdo M,olk A pode ser completada da seguinte forma (usual) para a
componente modal dalinguagemLlL o1 .. ok

Mok O A sse  qualquer que sgjaf tal que oRpB, M,BE A. %

E fécil de verificar que em todo 0 modelo padrio M se verifica “se MEA&B, entdo
MEOjA<0{B” (o equivalente seméntico daregra(O;-rE)) e que todas asinsténcias das férmulas-
esquema (Zj-M), (O0;-C) e (Oj-N) sfo verdadeiras en M (para todo o i: 1<i<k).*
Conseguentemente, com este tipo de model os ndo € possivel caracterizar semanticamente classes de
|6gicas modais ndo-normais como as descritas na Figura 2-1, no sentido de que ndo é possivel
encontrar um modelo padrdo onde sgjam verdadeiros os teoremas de uma ldgica cléssica, ndo-
normal, e apenas essas formulas. Com este tipo de modelos, o menor sistema de légica moda
caracterizavel semanticamente € o sistemark 1 +HK oo+ +HK o 1 HK oy

% Com esta definicdo, por utilizagdo da abreviatura ©jA=gp,~0j-A e pela Definicdo 2.5, verificase
trivialmente: M,ak ¢ A sse existe B tal que aRp e M,BEA.

# Ou, equivalentemente, que em todo o modelo padréo M se verifica 0 equivalente seméantico da regra (0 -rK):
“se ME(A1A..AAR)—A, entdo ME (T;A1A..ATAR)—OGA (n>0)".
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Os model os minimos de [Chellas 80]* permitem ultrapassar estalimitagdo. Um modelo minimo
€ uma estrutura

<W, N1, ..., Nj, ..., Nk, V>
onde:

Q) W=zg;
i)  Nj:w— 22V (1<i<k);
(i) V:{pL pp, ..} — 2W.

Na definicdo acima, a funcdo Nj € associada ao operador modal de necessidade 0.
Intuitivamente, X C W expressa uma proposiao “necessaria’ (relativamente ao operador modal )
em o sse Xe Nj(a).

Nos modelos minimos, a nocdo M,akF A pode ser completada da seguinte forma para a

componente modal dalinguagemLlL o1 .. ok
M,ok Oj A sse  |JAlleNj(e)  (i-e JA|[MeNj(a)). 2°

A idelaintuitivageral dadefini¢do anterior € que OjA é verdadeirano mundo o. Sse a proposi Gao
expressapor A é*“necessarid’ (relativamente ao operador modal ) em o.

Repare-se que nadaimpede que se considerem como modelos M estruturas da forma <w, ...,
Rj, ... Nj, ..., V> combinando relagdes de acessibilidade R; (associadas ao operador moda 0j)
com funcdes N;j (associadas a0 operador modal ). Nesse caso dir-se-a que M € um modelo
padréo em relacdo a Oj e um modelo minimo em relacdo a Oj. No entanto, como se verd, nesta
dissertacdo considerar-se-a0 apenas model os minimos em relacdo a todos os operadores.

E fécil de verificar que em todo o modelo minimo M se verifica “se MEA&B, entdo
MEOjA<0O{B” (paraalém de todas as tautologias serem verdadeiras em M e a veracidade em M
ser preservada pelo Modus Ponens). Com este tipo de modelos, o menor sistema de 16gica modal
caracterizavel semanticamente € o sstema E1+E,+...+Eq 1 tEo . EXistem portanto modelos
minimos onde ndo sdo verdadeiras as formulas-esquema mencionadas na pagina 13. A titulo

% Chellas divulgou estas estruturas semanticas. Em [Bull & Segerberg 84] estes modelos sdo denominados
“estruturas de vizinhanca’. Ai se afirma que estas estruturas semanticas foram concebidas por outros autores.

% Com esta definicdo, por utilizagdo da abreviatura ©jA=gp,~0j-A e pela Definicdo 2.5, verificase
trivialmente: M,ak ¢ A sse (W-||A[)¢ Nj(o).
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ilustrativo considere-se os trés modelos minimos seguintes, onde ndo sdo verdadeiros aguns dos
teoremas de qua quer sistema de 16gica moda normal:
(i) M=<W,..,Nj,...,v> satisfazendo W={a.,8}, Nj(o)={ 3}, V(p1)={a} eV(p2)={B}. Em
M verificase: M,o= Oj(p1Ap2) (0 p1AL| p2)-
(i) M=<W,...,Nj,...,v> satisfazendo W={o,B}, Nj(a)={{a}{B}}, V(pp)={o} e
V(p2)={B}. Em M verificarse: M, o= (0 p1A Q| p2)—0i(p1APD)-
(i) M=<W,...,Nj,...,V> satisfazendo W={ o} e Nj(a))=. Em M verificase: M,a = O True.
Cada uma das férmulas-esquema mencionadas na pégina 13 € no entanto vaida nas classes de
modelos minimos cujos modelos M=<W,N1,...,Nj,...,Nk,V> satisfazem as seguintes condicdes
apresentadas na Tabela 2-1 (para quaisquer o.e W, X,Y CW):

Esguema Condic¢ao sobre M gue torna o esquema verdadeiro
(0j-T) (Oj-t): se Xe Nj(a), entdo o X

(0;-D) (Oj-d): se Xe Nj(a), entdo W-Xe Nj(or)

(0;-C) (0j-c): se Xe Nj(a) e Ye Nj(o), entdo XY e Nj(or)*’
(8j-M) (0j-m): se XNYe Nj(o), entdo Xe Nj(a) e Ye Nj(o)*®
(3;-K) (Oj-k): se (W-X)UYeNj(a) e Xe Nj(a), entdo Y e Nj(ar)
(0j-4) (3j-4): se Xe Nj(o), entdo { Be W: Xe Nj(B)} € Nj(a)
(0;-5) (3i-5): se X Nj(a), entdo { Be W: W-X& Nij(B)} € Nj(c)
(8i-B) (Oj-b): se e X, entdo {Be W: W-Xe Nij(B)} € Nj(a)
(Oj-N) (dj-n): We Nj(o)

(3j-No) (Oj-no): We Nj(o)

(Oj-NoF) (Oj-nof): D¢ Nj(a)

Tabela 2-1: Formulas-esquema e condi¢cBes que as tornam verdadeiras

Repare-se que os modelos padréo podem ser vistos como casos particulares dos modelos
minimos. Mostrase em [Chellas 80] (teorema 7.9, pp. 221) que para todo o modelo
MP=<W,...,R;,...,V> existe um modelo minimo “aumentado”?®* MM=<W,...,N;j,...,V> que lhe é

%" |sto &, N;j é fechado parainterseccdes finitas.

% Ou, equivalentemente, (Cj-m’): se XCY e Xe Nj(a), entdo Ye Nj(ct).

# Um modelo minimo M=<W,...,N;,...,V> diz-se “aumentado” (em relagdo a N;j) sse satisfaz as seguintes
condigbes (para quaisquer ocW, X,YCW e i: I<i<k): (i) se XCY e XeNjo), entdo YeN;j(a); (ii)
MNj(o)e Nj(o). Repare-se que a condigéo (i) exige que N; seja fechado para intersecgdes finitas e infinitas.
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pontualmente equivalente®, e vice-versa. Consequentemente tem-se que o conjunto das férmulas
vélidas na classe dos model os normais coincide com o conjunto das formulas validas na classe dos
modelos minimos “ aumentados’ .

Nesta dissertagdo opta-se, ho entanto, por se utilizar a seguinte variante de modelos minimos
(propostaem [Chellas 80], exercicio 7.10, pp. 211):

Definicdo 2.11: Modelos minimos para a linguagem Lo . ok

Um modelo minimo (em relagdo ao operador Oj) é umaestrutura

<W, .., fj, .., V>

onde:
(i) W = O
(ii) fj: 2W2W  (1<i<k);
(i)  V:{p1, p2, ..} > 2W. .

Na definicdo acima, a funcdo f;j é associada a0 operador modal de necessidade 0.
Intuitivamente, fj(X) expressa o conjunto de mundos onde a proposicdo X é “necessarid’
(relativamente ao operador modal O), sendo anogdo M,a=A completada da seguinte forma para a
componente modal dalinguagemL 1 . ok (versdo que se adoptara nestatese):

Definicdo 2.12: Veracidade de uma formula num mundo o de um modelo minimo
M (componente modal de L1 . ok)

Mok O A sse  ocfi(JAl)  (.e aefi(JAM)).3 .

Note-se que esta dternativa € equivalente a anterior, i.e. para todo o modelo
MM=<W,...,Nj,...,V> existe um modelo minimo Mm':<W,...,fi,...,V> que lhe é pontualmente

¥ 1sto é, MP,akA sse MM a-A, para qualquer formula A e qualquer mundo o.e W. Dado MP=<W,...R;,...,V>,
constroi-se MM=<W,_..N;,...,V> da seguinte maneira (para quaisquer a.e W, X CW e 1<i<k): Xe N;j(c) sse {BeW:
aR;B} C X; edado MM=<W,... N;,...,V>, constroi-se MP=<W,...,R;,...,V> como se segue (para quaisquer o, W e
1<i<k): aR;B sse e NNj(0y).

%' Com esta definicdo, por utilizagdo da abreviatura ©jA=gp,~0j-A e pela Definicdo 2.5, verificase
trivialmente: M,ok & A sse o fj(W-[|A[]).
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equivalente, e vice-versa. Basta que se considere na construgdo de um a partir do outro (para
quaisquer o.e W, XC W ei: 1<i<k): o fj(X) sse Xe Nj(o).

Edta dternativa tem a grande vantagem de facilitar a caracterizacdo seméntica de férmulas com
interacgOes de operadores modais, uma vez que se verifica ||CA[E(IAID®. Isto permite uma
manipulacdo fé&cil das condigbes que sdo impostas aos modelos de modo a tornar vélidas as
formulas-esquema que utilizam operadores modais “encaixados’ (como é o caso nas féormulas-
esquema (Oj-4) e (0j-5)). Vgase a Tabda 2-2 (em que M=<W,....fj,....V> e X,YCW
quaisquer) e compare-se com a Tabela 2-1.

Esguema Condic¢ao sobre M gue torna o esquema verdadeiro
(Gj-T) (Qj-1): fixX)c X
(9i-D) (Oj-d): fi(X) cW-fj(W-X)
(9j-0) (8j-0): fiX)fi(Y) cfj(XNY)

(8i-M) (@j-m): fi(XNY) Cf(X)fi(Y)*
(Oj-K) (Of-K): fi(W-X)UY)fi (X) S Fi(Y)
(9i-9 (Oj-4): fi(X) S fi(fi (X))
(9i-9 (0j-5): W-fj(W-X) c fj(W-fj(W-X))
(9i-B) (3j-b): X fj(W-fj(W-X))

(Oj-N) (Oj-n): fi(W)=W

(3j-No) (0j-no): fj(W)=L

(Oj-NoF) (Oj-nof): fj(LD)=L

Tabela 2-2: Formulas-esqguema e condi¢bes que as tornam verdadeiras (Definigdo 2.11)

A demonstracdo de que as férmulas-esquema referidas séo verdadeiras em model os satisfazendo
as condicOes apresentadas na Tabela 2-2 serd omitida neste capitulo. Mais a frente, e a propdsito
dos sistemas de logica moda que serdo propostos nesta dissertacdo, ilustrar-se-a4 alguns destes
resultados.

Passa-se, de seguida, a apresentar resultados sobre 0s conceitos semanticos apresentados e que
serdo usados nesta dissertacdo. Tenha-se em atencdo que, salvo mengdo em contrério, 0s modelos
mencionados adiante s&0 0s propostos na Definicao 2.11.

% Em termos dos modelos minimos anteriores ter-se-ia || jA||={ o.e W: ||A]le Nj()} .
% Ou, equivalentemente, (0j-m’): se XC Y, entdo fj(X) Cfj(Y).
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Resultado 2.8: Sgja M=<W,...f;,..,.V>um modelode Ly 1 . k- Entdo:

@0 e ll=V(pi), parai=1, 2, ..
(i) [ Truel|=W

(i) ||Fdse]=Q

(iv) [I-All=W-]A]

V) [IAABlI=[AlI~IBI

vi) [AVBlI=[AfvIBI

(vii) [[A=Bl=W-[[ADVIBI
(viii) [JA©B|[|=|[A-B | N]B-A||
) IEAT=fidlA D

Demonstracéo: Imediato, pelas Definigao 2.5, Definicdo 2.12 e Definicéo 2.8

Resultado 2.9: Sgja M=<W,...,vV> um modelo de L 51 . . o k- Entdo:

(i) |IAMcC ||B|MsseMEA—B
i  [|AM=|B|MsseME AcB

Demonstracao: Imediato, pelas Definicdo 2.5(v), Definicdo 2.6 e Definicéo 2.8

Resultado 2.10: Sgja C uma classe de modelos minimos. Ent&o:
0] se A éumatautologia, entdo ¢ A
(i) sekcA—BekcA,entdokcB
(i) sekcAoB,entdo k¢ OjA—O;B

Demonstracgéo: Vease demonstracdo dos teorema 2.8 e 7.3 em [Chellas 80], pp. 37-38 e

pp. 210

Resultado 2.11: Tk A sse{-A} ndo é I'-satisfeito na classe de modelos C.

Demonstracgao:
(i) Daesquerda paraadireita: imediato [Definicao 2.9; Definigdo 2.10].
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(i) Da direita para a esquerda: sgga M=<W, ..., V>eC e suponha-se que {-A} ndo é I'-
satisfeito na classe de modelos C. Nesse caso, pela Definicgo 2.9: (VaeW)
(3BeTU{-A})M,a.=B. Mas entdo verificarse (V ae W) ((V CeI)M,0kC = M,alEA). o

2.2.3 Relacionamento entre a Abordagem Dedutivo-Axiomética e Semantica

No que respeita ao inter-relacionamento entre a abordagem dedutivo-axiomatica e a abordagem
semantica, nesta dissertacdo a aencdo incidira essenciamente no estabelecimento de
“equivaéncias’ entre sistemas de |6gica modal para 0s quais se apresenta uma axiomatizacdo, e
classes de modelos que os caracterizam. Diz-se que uma classe de modelos C caracteriza um
sistemade [6gicamodal X (ou que X é determinado por C) sse osteoremas de £ coincidem com as
formulasvaidasemC,i.e: (V AeForm(Lg1 . k) (Fx AssekcA).

Como é usual, o problema de provar que X é determinado por C divide-se em duas partes. (1)
provar que X € correcto relativamente aC; e (2) provar que X € completo relativamente aC. X diz-se
correcto relativamente a C sse todos 0s seus teoremas sdo vdlidos em C, i.e.. (V AeForm(L))
(FxA = k¢ A). X diz-se completo™ relativamente a C sse todas as férmulas véidas em C sdo
teoremasdeZ, i.e: (V AeForm(L)) (k¢ A = k3 A). A parte (1) é usuamente facil de provar,
a0 passo que a parte (2) exige algumas técnicas mais complexas, que se descrevera a frente.

Utilizam-se ainda nesta tese as seguintes generalizacOes dos conceitos de caracterizacao,
correccao e completude. Diz-se que uma classe de modelos C caracteriza fortemente um sistema de
|6gicamodal X (ou que X € fortemente determinado por C) sse (V I'C Form(L)) (V Ae Form(L))
(T'kx AsseT'k¢ A). T diz-se fortemente correcto relativamente a C sse se (V I'C Form(L)) (V
AeForm(L)) TFy A = Tkc A). £ diz-se fortemente completo relativamente a C sse (V
I'cForm(L)) (V AeForm(L)) TEc A = T3 A).

Essencialmente, para se provar a completude de X relativamente a C € necessario provar que
paratodo o conjunto de formulas X-coerente I € possivel encontrar um modelo em C que contenha
um mundo que torne verdadeiras todas as formulas de I'. Isto é, € necess&rio provar que se
verifica: (V I'CForm(L)) (Cony I' = I' & J-satisfeito em C). Veja-se o proximo resultado:

Resultado 2.12: Sgja X~ um sistema de I6gica modal e C uma classe de modelos. Entéo:

(V 'cForm(L)) (Cony I' = T" é J-setisfeito em C) Q)
sse

3 Alguns autores (veja-se, e.g. [Hamilton 78], utilizam o termo “adequado” em vez de “completo”.
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(VT'cForm(L)) (V AeForm(L)) TEc A =TF3xA). (2

Demonstracgao:
(D=(2): SgaTI'cForm(L) e AeForm(L) quaisquer e suponha-se que se verifica (1) e que
I'*y A. Entéo:
'~y A
sse [Resultado 2.2(xv)]
Cony (I'uU{—-A})
= (1)
I'U{—-A} éJ-stisfeitoem C
sse [Definicdo 2.9]
(3 MeC)(d o em M)(V BeI'u{—-A}) M,aEB
sse
(3 MeC)3 oo em M) ((V BeT)M,akB e M, o= A)
sse [Definicdo 2.10]
TFCcA
(2)=(1): SgjaI'C Form(L) qualquer e suponha-se que se verifica (2) e que Cony I'™:
Cony I'
sse [Definicdo 2.2]
I' #y Fase
= (2
' False
sse [Definicdo 2.10]
(3 MeC)@ aemM) ((V BeT')M,ol-B e M, o= False)
sse
(3 MeC)(3 oo em M)(V BeI')M,a-B
sse [Definicdo 2.9]
I' é J-satisfeitoem C .

Existem varias técnicas que utilizam este resultado para provar a completude de sistemas
|6gicos. Essas técnicas baselam-se na construcdo de model os para cada conjunto de férmulas T Z-
coerente. Nesta dissertacdo utilizar-se-4 a técnica do modelo candnico, que tem a vantagem de
oferecer, num Unico modelo M, a satisfagdo da propriedade (V T'CForm(L 51, gk)) (Cong I'
= I' é J-satisfeito em {M}), o qual, pelo Resultado 2.12, garante que o facto de um modelo
candnico e C é condi¢do suficiente para a completude de X relativamente a C. Passa-se de seguida a
descrever os conceitos envolvidos nesta técnica (cuja nogdo central € a de modelo minimo canénico

29



paraum sistema de l6gica modal classico), bem como as suas propriedades. No que se segue,
designara um qualquer sistema de I6gica moda classico, i.e. um sistema em que todos 0s
operadores [J; S50 i-Cl&ssicos.

Definicdo 2.13: Modelo minimo candnico para o sistema X (cléssico)

Um modelo minimo candnico para um sistema de |égicamodal classico X € umaestrutura
<W, f1, .., fj, .., fk, V>
onde:

() W ={TI": Maxy I'};
(i)  fi: 2W=2W  (1<i<k);
(i)  V:{p1, p2, ..} > 2W.

e verificando ainda as seguintes condicdes:

(iv) fi(|A ) =] OjA |y (1<i<k), paratodaaférmulaAe Form(L);®
(v) V(i) =Ipjlx,parai=12, ... *

Repare-se que a condicdo (iv) da definicdo acima estd bem definida, no sentido em que “se
|Als=|Blx, entdo fj(|Alx)=fi(|Blx)". Isto deve-se ao facto de se considerar * como um sistema de
|6gicamodad cléssico. Verifica-se de facto:

Al==[Blz

sse [Resultado 2.6(jii)]

Fy AcB

= (0Oj-rE)  (i.e. X éfechado paraaregra(O0;i-rE))
Fy OjA<0iB

sse [Resultado 2.5(ii)]

(V MaxsA)OjA<OiBeA

sse [Resultado 2.3(ix)]

(V MaxsA)(OjAe A sse OjBeA)

% Ou, equivalentemente, no contexto de modelos <W, N1, ..., Nj, ..., Nk, V> ae|OjAlx sse |Alse Nj(a)
(1<i<k), paratodaaférmula Ae Form(L) etodo ae W.
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sse [Definicdo 2.4]
IDiAR=TiAlE

sse [Definicdo 2.13(iv)]
fi(lAlL)=fi(1Bls).

Note-se também que um modelo minimo candénico M sd nd é um modelo minimo para a
linguagem L o1 . ok caso X sgia o sistema incoerente. Neste caso W=, e portanto M néo
respeita a ainea (i) da Definicdo 2.11. Caso X sgja coerente, tem-se Cony X. O Lema de
Lindenbaum assegura que W=J.

Repare-se, por ultimo, que o modelo minimo candnico ndo é unico. De facto a dinea (iv) da
definic¢do anterior nadaimpde, a partida, sobre o valor que cada funcdo fj toma quando aplicada a
conjuntos XCW que ndo correspondam a qualquer conjunto de prova de uma férmula
AeForm(Lg1,. . ok) en X, i.e. Xe{Y: YCW e (V AeForm(Lg1 ... ok)Y#Alg}. Nas
provas de completude de um sistema de |6gica modal cléssico X, escolher-se-a, nesta dissertacéo,
0 menor modelo minimo canodnico para X, que se passa a descrever:

Definicdo 2.14: Menor modelo minimo candnico para o sistema X (classico)

O menor modelo minimo candnico para 0 sistema de I6gica modal cléssico ¥ é o modelo
minimo canoénico

MC=<W, f1, .., fj, ..., fk, V>
verificando adicional mente as seguinte condi¢ao (1<i<k):

(vi) fi(X) =, paratodoo Xe{Y: YCWe (VY AcForm(Lo1, . ok)Y#Als}.*® o
Os dois resultados seguintes apresentam duas importantes propriedades dos modelos minimos

candnicos e que sdo fulcrais na prova da completude de um sistema de l6gica modal classico
relativamente a uma classe de modelos minimos C.

Resultado 2.13: SgaM=<W, f1, ..., fj, ..., fk, V> um modelo minimo can6nico para um
sistema de |6gica modal cléssico X (coerente). Entéo paratodo o mundo o W:

M,akA sseAe a

% Repare-se que este modelo € Unico.
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(ou, equivalentemente, [|A|[M=| A |5 [Definicao 2.8; Definicio 2.4; Definicio 2.13(i)])

Demonstracdo: Demonstra-se por inducdo na complexidade da férmula A, que se verifica
IAIM=| A |>. para qualquer formula A. Consideram-se 0s seguintes casos, em que A & (i) pj (i=1,
2, ...), (ii) True, (iii) Fase, (iv) =B, (v) B—>C, (vi) BAC, (vii) BVC, (viii) B«>C, (ix) O;B.

(i) A épj: Sgaa (€ W) qualquer (recorde-se que Maxy o). Tem-se:

M, ok pj

sse [Definicdo 2.5(i)]
aeV(pj)

sse [Definicdo 2.13(v)]
ae|pjlx

sse [Definicdo 2.4]

pj€ O

(i) A é True: Sgao quaquer. Tem-se:

M,oTrue sse Truee o. [Definigdo 2.5(ii); Resultado 2.3(iii)].

(iii) A é Fase: Sgao qualquer. Tem-se:

M,o False sse Falsee o [Definicdo 2.2; Definicdo 2.5(iii); Resultado 2.3(iv)].

(iv) A é-B: Suponha-se, por hip6tese de indugdo, que ||B||M:|B|E, e sga o qualquer (logo,

em particular M,a.FB sse B¢ o). Tem-se:
M,oE-B
sse [Definicdo 2.5(iv)]
M,o =B
sse (hipétese de inducgéo)
Be o
sse [Resultado 2.3(v)]
-Be .
(v) A é B>C: Suponha-se, por hipétese de inducdo, |B|[M=[B|s e ||IC|M=|C]s, e sga o
qualquer. Tem-se:
M,akEB—C
sse [Definicao 2.5(v)]
(M,0EB = M,a0EC)
sse (hipétese de indugéo)
(Bea = Ceo)
sse [Resultado 2.3(viii)]
B—Ceo.
(vi) A éBAC: provaandogaa (v).
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(vii) A éBVC: provaanaogaa (v).
(viii) A éB«<C: provaandogaa (V).
(ix) A é OB (1<i<k): Suponha-se, por hipdtese de inducéo, que ||B||M:|B|z, esgao qualquer.
Tem-se
M,ok OB
sse [Definicao 2.12]
aefi([1BIM)
sse (hipétese de indugéo)
aefi(Bly)
sse [Definicao 2.13(iv)]
oe|DiBly
sse [Definicao 2.4]
OjBeo. .

Isto €, cada mundo de um model o minimo canonico paraum sistemade |6gica modal classico
satisfaz precisamente as formulas nele contidas.®” Dagui sai que os teoremas de um sistema de
l6gica modal cléssico X sdo exactamente as férmulas verdadeiras num modelo minimo candnico
paraX. Formamente:

Resultado 2.14: SejaM um modelo candnico minimo para um sistema de l6gica modal cléssico
Y (coerente). Entéo:

MEA sseky A
Demonstragdo: Imediato [Resultado 2.5(ii); Resultado 2.13]. .
Portanto, como ja se referiu, paraprovar que um sistemade [6gicamodal cléssico X~ é completo

relaivamente a uma classe de modelos minimos C basta provar que um modelo minimo candnico
paraX pertenceaC.*®

% Portanto, como qualguer conjunto de férmulas X-coerente estd contido num mundo de um modelo minimo
candnico M, verifica-se a propriedade: (V I'C Form(L o 1,...0 k) (Cony I' = T" € J-satisfeito em { M} ).

% Na técnica do modelo candnico fica naturalmente de fora resultados de completude relativamente ao sistema
incoerente, uma vez que um modelo minimo candnico de tal sistema nd € um modelo minimo (por W#Q) e,
portanto ndo pertence a qualquer classe C. Nesta dissertagdo o sistema incoerente é caracterizado semanticamente pela
classe de modelos vazia. Alternativamente, poder-se-ia ter optado por ndo exigir que W=J na Definicdo 2.11. O
sistemaincoerente seria entdo caracterizado pelas férmulas vélidas na classe dos modelos minimos (singular) em que
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Passa-se, de seguida, a apresentar mais dois resultados que ser&o utilizados nesta dissertacéo.

Resultado 2.15: Seja X correcto relativamente aC e I'C Form(L). Ent&o:

seThy A, entdo Tk A.
(i.e. acorreccéo implicaa correcgdo forte)

Demonstragéo: Suponha-se que I'ky A.
Tem-se
Tky A
sse [Definicdo 2.1]
@ AL...ApeD)Fs(A1A...AAR)—A (n=0)
= (X correcto relativamente a C)
Ec (A1A..AApR)—A
sse [Definigéo 2.6; Definigéo 2.7]
(V MeC) (V oo em M) M,ok (A1A...AAR)—A
sse [Definicao 2.5(v,vi)]
(V MeC) (V o em M) ((V Be{A1,...Ap})M,0k B = M,alkA)
= {A1,.. AptCT)
(V MeC) (V aoem M) ((V BeI')M,akB = M,aEA)
sse [Definicdo 2.10]
Tkc A. ¢

O resultado seguinte traduz uma faceta 6bvia da utilidade da associagdo de uma seméntica a um
Sistema axiomatico.

Resultado 2.16: Seja X correcto relativamente aC e I'C Form(L). Ent&o:

(i) se X é J-satisfeito nalguma classe de model os, entdo X é coerente.
(i) el é J-satisfeito naclasse de modelos C, entéo Cony T'.

Demonstracéo: (i) Imediato.

W=Z. O modelo minimo candnico para este sistema seria, nesse caso, um modelo minimo para a linguagem

Note-se também que a técnica do modelo candnico nem sempre € aplicavel. Pode acontecer que X segja completo
relativamente a C e no entanto Me C (M modelo canénico paraX).
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(ii) Demonstragéo por redugdo ao absurdo: suponha-se queT” € J-satisfeito em C e que ConyT.
Tem-se
ConyI’
sse [Definicdo 2.2]
I'+yFalse
sse [Definicdo 2.1]
@ AL,..ApeD)Fs(A1A...AA)—False (n>0)
= [X correcto relativamente a (]
Ec (AqA..AAp)—False Q)
Por outro lado, uma vez que I é J-satisfeito en C, (3 MeC) (3 a em M)(V AeTl) M,akA
[Definicdo 2.9]. Em particular, Mok A (para i=1,...,n). Daqui sai M,okFalse [(1); Definigéo
2.5(v,vi)], o que contradiz a Definigéo 2.5(iii). .
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